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招待論文
ANSの符号化・復号アルゴリズムと平均符号長の評価
山本 博資†a) 岩田賢一††b)

Encoding and Decoding Algorithms of ANS Variants and Evaluation of Their Average
Code Length

Hirosuke YAMAMOTO†a) and Ken-ichi IWATA††b)

あらまし Jarek Duda によって提案された無歪みデータ圧縮符号化方式である ANS (Asymmetric Numeral
Systems) は，算術符号より少ない算術演算量で算術符号とほぼ等しい圧縮性能を達成できる高性能な無歪みデー
タ圧縮法である．その性能の高さから，ANS は Facebook, Apple, Google, Dropbox, Microsoft, Pixar など，さまざ
まな実用的なシステムで既に広く使用されているが，ANS についてまだよく知らない研究者も多い．本稿では，
各種類の ANS に対して，その符号化および復号アルゴリズムについて詳しく説明すると共に，ANS が達成でき
る平均符号長に関して情報理論的な評価を与えている．
キーワード ANS (Asymmetric Numeral Systems),算術符号,無歪みデータ圧縮符号,平均符号長

1. ま え が き
（注）ハフマン符号や算術符号などの従来の無歪みデー
タ圧縮符号では，データ系列 𝑠𝑇 = 𝑠1𝑠2 · · · 𝑠𝑇 に対して，
符号化も復号も 𝑠𝑡 , 𝑡 = 1, 2, · · · , 𝑇 の同じ順で処理する
ことを前提としている [2] [3]. これに対して，Jarek Duda
は算術符号の拡張として，符号化を 𝑠𝑡 , 𝑡 = 𝑇, · · · , 2, 1
の逆方向で行い，復号を 𝑠𝑡 , 𝑡 = 1, 2, · · · , 𝑇 の順方向
で行う ANS（Asymmetric Numeral Systems)を提案し
た [4]– [14]．
データ系列 𝑠𝑇 を算術符号化したときの符号語を 𝑐

とすると，算術符号では 𝑠𝑡 , 𝑡 = 1, 2, · · · , 𝑇 の順に符号
化が行われるため，𝑐の上位桁から値が決まって行く．
しかし，𝑠𝑡1 = 𝑠1𝑠2 · · · 𝑠𝑡 を符号化した時点では，その
後の 𝑠𝑇

𝑡+1 = 𝑠𝑡+1 · · · 𝑠𝑇 の値が分からないため，𝑠𝑇
𝑡+1 の

全ての可能性に対応できるように，𝑐 を含む実数値の
区間（あるいは整数値の区間）を用いて符号化が行わ
れる．これに対して ANSでは，𝑠𝑡 , 𝑡 = 𝑇,𝑇 − 1, · · · , 1
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（注）：本論文は，第 12 回シャノン理論ワークショップ (STW2023) にお
いて発表した内容 [1] を改訂したものである．

の順に符号化が行われるため，符号語 𝑐 の下位ビッ
トから決めることができ，その結果，ANS は単一の
整数値を用いて符号化と復号を行うことができる．
このことから，ANS は算術符号より少ない算術演算
量で算術符号とほぼ同じ圧縮率を達成できる．この
優れた特徴から，ANS は Facebook Zstandard (ZSTD)
compressor, Apple LZFSE compressor を始めとして，
Google, Dropbox, Microsoft, Pixarなどで使用されてお
り [14] [15] [16]，最近は応用研究や関連研究の成果も
多く発表されている [16]– [34]．
しかし，ANS に関する論文の多くは学術論文誌で

はなく arXiv.org や会議論文として発表されているた
め，まだ ANS を知らない人も多い．また，これらの
論文に書かれているアルゴリズムや性能解析が分りづ
らく，情報理論的な性能評価がほとんどなされていな
いため，ANSの名前を知っていても，その詳しい符号
化・復号アルゴリズムや圧縮性能を知らない人も多い．
本稿では，ANSの符号化・復号アルゴリズムを詳しく
かつ分かりやすく解説すると共に，ANSが達成できる
平均符号長に関して情報理論的な評価を与えている．

ANSには幾つかの種類 (variants)が存在するが，第
2節で ABS (Asymmetric Binary Systems)を，第 3節と
第 4節で rANS (range variant of ANS),第 5節で tANS
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(tabled variant of ANS（注1）) を取り扱う．各節ごとで，
符号化関数，復号関数，符号化アルゴリズム，復号ア
ルゴリズムを示したあと，それらの関数およびアルゴ
リズムでデータ系列が正しく復号できることを証明し
ている．さらに，その符号化関数と符号化アルゴリズ
ムでデータ系列を符号化したときに達成できるデータ
1シンボル当りの平均符号長の期待値（簡単のため以
下では単に平均符号長と呼ぶことにする）に対する情
報理論的に厳密な上界を与えている．
本稿で取り扱う情報源は有限離散集合 S 上の
値を取る定常無記憶情報源とし，その確率分布を
𝑝 = {𝑝(𝑠) | 𝑠 ∈ S}とする．その情報源から出力された
データ系列を 𝑠𝑇 = 𝑠1𝑠2 · · · 𝑠𝑇 , 𝑠𝑡 ∈ S,とし，簡単のた
め，確率分布 𝑝 と系列長 𝑇 は既知であるとして，符号
化および復号アルゴリズムを記載している．なお，本
論文では次のような表記法を用いる（注2）．lg 𝑎 = log2 𝑎

とし，|A|で集合A の濃度 (要素数)を示す．また，情
報源のエントロピーを 𝐻 (𝑝) = ∑

𝑠∈S 𝑝(𝑠) lg(1/𝑝(𝑠))
で表し，確率分布 𝑞 = {𝑞(𝑠) | 𝑠 ∈ S} に対する相対
エントロピーを 𝐷 (𝑝∥𝑞) = ∑

𝑠∈S 𝑝(𝑠) lg(𝑝(𝑠)/𝑞(𝑠)) で
示す．

2. ABS

この節では，情報源アルファベット S が S = {0, 1}
の二元の場合を考え，𝑝1 = 𝑝(1), 𝑝0 = 𝑝(0) = 1 − 𝑝1,
0 < 𝑝1 < 1とする．このときABS (Asymmetric Binary
Systems)（注3）は整数値 𝑥 を用いて符号化と復号を行う．
ただし，𝑥 は任意の桁数を取れるものとする．

2. 1 ABSの符号化・復号法 [4]– [6]

A.符号化関数の定義
符号化関数 𝑥𝑡−1 := 𝐶 (𝑠𝑡 , 𝑥𝑡 ) を式 (1)(2) で定義する．
なお，以下では 𝑥𝑡−1 が 𝑠𝑡 = 0, 1 のどちらの値で求め
られたかを明示するときは，𝑥𝑡−1 = 𝑥

(𝑠𝑡 )
𝑡−1 という表記

を用いている．

𝑥𝑡−1 = 𝑥
(0)
𝑡−1 :=

⌈
𝑥𝑡 + 1
𝑝0

⌉
− 1 if 𝑠𝑡 = 0 (1)

𝑥𝑡−1 = 𝑥
(1)
𝑡−1 :=

⌊
𝑥𝑡
𝑝1

⌋
if 𝑠𝑡 = 1 (2)

B.復号関数の定義

（注1）：tabled ANS, table-based ANS などとも呼ばれている．
（注2）：本稿で使用する表記法は，原論文の表記法と異なっている．
（注3）：uABS (uniform ABS) と呼ばれることもある [6]．

復号関数 (𝑠𝑡 , 𝑥𝑡 ) := 𝐷 (𝑥𝑡−1) を式 (3)–(5)で定義する．

𝑠𝑡 := ⌈(𝑥𝑡−1 + 1)𝑝1⌉ − ⌈𝑥𝑡−1𝑝1⌉ (3)

を求め，𝑥
(𝑠𝑡 )
𝑡−1 := 𝑥𝑡−1 とする．

𝑥𝑡 := 𝑥
(0)
𝑡−1 − ⌈𝑥

(0)
𝑡−1𝑝1⌉ if 𝑠𝑡 = 0 (4)

𝑥𝑡 := ⌈𝑥 (1)
𝑡−1𝑝1⌉ if 𝑠𝑡 = 1 (5)

C.符号化アルゴリズム
a. データ系列 𝑠𝑇 = 𝑠1𝑠2 · · · 𝑠𝑇 をセットし，𝑥𝑇 ← 1
と設定する．

b. 𝑡 = 𝑇, · · · , 2, 1と逆順に，𝑥𝑡−1 ← 𝐶 (𝑠𝑡 , 𝑥𝑡 ) を繰り
返す．

c. 𝑥0 が 𝑠𝑇 の符号語となる．

D.復号アルゴリズム
a. 符号語 𝑥0 をセットする．
b. 𝑡 = 1, 2, · · · , 𝑇 の順に，(𝑠𝑡 , 𝑥𝑡 ) ← 𝐷 (𝑥𝑡−1) を繰り
返す．

c. 𝑠𝑇 = 𝑠1𝑠2 · · · 𝑠𝑇 が復号系列となる．

式 (4)と式 (5)が，それぞれ式 (1)と式 (2)の逆関数
になっていることを証明する．今，𝑟

(0)
𝑡 と 𝑟

(1)
𝑡 を

𝑟
(0)
𝑡 = 𝑥

(0)
𝑡−1 + 1 − 𝑥𝑡 + 1

𝑝0
(6)

𝑟
(1)
𝑡 =

𝑥𝑡
𝑝1
− 𝑥 (1)

𝑡−1 (7)

で定義すると，式 (1)(2)より 0 ≤ 𝑟
(0)
𝑡 , 𝑟

(1)
𝑡 < 1である．

このとき，0 < 𝑝1 = 1 − 𝑝0 ≤ 1 − 𝑝0 (1 − 𝑟 (0)𝑡 ) < 1 お
よび 0 ≤ 𝑝1𝑟

(1)
𝑡 < 𝑝1 < 1の関係が成り立つことから，

𝑟
(0)
𝑡 = 1− 𝑝0 (1− 𝑟 (0)𝑡 ), 𝑟

(1)
𝑡 = 𝑝1𝑟

(1)
𝑡 と置くと，𝑟 (0)𝑡 と

𝑟
(1)
𝑡 は次の関係を満たす．

0 ≤ 𝑟
(1)
𝑡 < 𝑝1 ≤ 𝑟

(0)
𝑡 < 1　 (8)

式 (6)より，𝑥𝑡 = 𝑥
(0)
𝑡−1−[𝑥

(0)
𝑡−1𝑝1+{1−𝑝0 (1−𝑟 (0)𝑡 )}] =

𝑥
(0)
𝑡−1 − [𝑥

(0)
𝑡−1𝑝1 + 𝑟 (0)𝑡 ] が成り立つ．𝑥𝑡 と 𝑥

(0)
𝑡−1 が整数で

あるため，[𝑥 (0)
𝑡−1𝑝1 + 𝑟 (0)𝑡 ] は整数となる．ここで，𝑟 (0)𝑡

は式 (8)を満たすことより，𝑥
(0)
𝑡−1𝑝1 + 𝑟 (0)𝑡 = ⌈𝑥 (0)

𝑡−1𝑝1⌉
でなければならない．ゆえに式 (4)が成り立つ．また，
式 (7)より，𝑥𝑡 = 𝑥

(1)
𝑡−1𝑝1 + 𝑝1𝑟

(1)
𝑡 = 𝑥

(1)
𝑡−1𝑝1 + 𝑟 (1)𝑡 の関

係が成り立つが，𝑥𝑡 が整数であり 𝑟
(1)
𝑡 が式 (8)を満た

すことより，𝑥
(1)
𝑡−1𝑝1 + 𝑟 (1)𝑡 = ⌈𝑥 (1)

𝑡−1𝑝1⌉ でなければなら

2
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ない．つまり，式 (5)が成り立つ．
以上の議論より，𝑠𝑡 ∈ {0, 1} に対して

⌈𝑥 (𝑠𝑡 )
𝑡−1 𝑝1⌉ = 𝑥

(𝑠𝑡 )
𝑡−1 𝑝1 + 𝑟 (𝑠𝑡 )𝑡 (9)

が成り立つ．このとき，式 (10)のようにして式 (3)の
関係を導ける．ただし，式 (10)の２番目と４番目の等
号では，それぞれ式 (9)と式 (8)を用いている．

⌈(𝑥 (𝑠𝑡 )
𝑡−1 + 1)𝑝1⌉ − ⌈𝑥 (𝑠𝑡 )𝑡−1 𝑝1⌉

= ⌈(𝑥 (𝑠𝑡 )
𝑡−1 + 1)𝑝1 − ⌈𝑥 (𝑠𝑡 )𝑡−1 𝑝1⌉⌉

= ⌈(𝑥 (𝑠𝑡 )
𝑡−1 + 1)𝑝1 − (𝑥 (𝑠𝑡 )𝑡−1 𝑝1 + 𝑟 (𝑠𝑡 )𝑡 )⌉

= ⌈𝑝1 − 𝑟 (𝑠𝑡 )𝑡 ⌉

= 𝑠𝑡 (10)

［注意 1］ 符号化 𝐶 (𝑠, 𝑥)として式 (1)(2)の代わりに式
(11)(12)を用い，復号化関数 𝐷 (𝑥𝑡−1) として式 (3)–(5)
の代わりに式 (13)–(15)を用いることができる [5] [6]．

𝑥𝑡−1 = 𝑥
(0)
𝑡−1 :=

⌊
𝑥𝑡
𝑝0

⌋
if 𝑠𝑡 = 0 (11)

𝑥𝑡−1 = 𝑥
(1)
𝑡−1 :=

⌈
𝑥𝑡 + 1
𝑝1

⌉
− 1 if 𝑠𝑡 = 1 (12)

𝑠𝑡 := ⌊(𝑥𝑡−1 + 1)𝑝1⌋ − ⌊𝑥𝑡−1𝑝1⌋ (13)

𝑥𝑡 := 𝑥
(0)
𝑡−1 − ⌊𝑥

(0)
𝑡−1𝑝1⌋ if 𝑠𝑡 = 0 (14)

𝑥𝑡 := ⌊𝑥 (1)
𝑡−1𝑝1⌋ if 𝑠𝑡 = 1 (15)

2. 2 ABSの平均符号長の評価
式 (4)(5) に式 (9) を代入すると，次の関係が得ら

れる．

𝑥
(0)
𝑡−1
𝑥𝑡

=
1
𝑝0

(
1 +

𝑟
(0)
𝑡

𝑥𝑡

)
(16)

𝑥
(1)
𝑡−1
𝑥𝑡

=
1
𝑝1

(
1 −

𝑟
(1)
𝑡

𝑥𝑡

)
(17)

データ系列 𝑠𝑇 の符号語 𝑥0 を 𝑥0 (𝑠𝑇 ) で表すと，
𝑥𝑇 = 1 の場合，𝑥0 (𝑠𝑇 ) のビット長は lg 𝑥0 (𝑠𝑇 ) =∑𝑇

𝑡=1 lg(𝑥 (𝑠𝑡 )
𝑡−1 /𝑥𝑡 ) で与えられる（注4）．したがって，

lg(𝑥 (𝑠𝑡 )
𝑡−1 /𝑥𝑡 ) は 𝑠𝑡 の符号化における符号長の増加分

を表している．式 (8)(16)(17) より，𝑥𝑡 がある程度大

（注4）：𝑥0 (𝑠𝑇 ) のビット長は MSB の 1 を除けば ⌊lg 𝑥0 (𝑠𝑇 ) ⌋ ビットに
なるが，表記を簡単にするために，実数値の lg 𝑥0 (𝑠𝑇 ) で評価している．
以後同様である．

きくなれば，非常によい精度で，lg(𝑥 (0)
𝑡−1/𝑥𝑡 ) ≈ − lg 𝑝0,

lg(𝑥 (1)
𝑡−1/𝑥𝑡 ) ≈ − lg 𝑝1 が成り立っていることが分かる．
簡単のため，0 < 𝑝1 < 1/2 < 𝑝0 < 1 の場合を考え

る（注5）．このとき 𝜂 = min{1/𝑝0, 1/(2𝑝1)} と定義する
と，𝜂 > 1となる．式 (16)より 𝑥

(0)
𝑡−1 > 𝑥𝑡/𝑝0 ≥ 𝜂𝑥𝑡 が

成り立つ．また，式 (17)において 0 ≤ 𝑟
(1)
𝑡 < 𝑝1 < 1/2

および 𝑥𝑡 ≥ 1であることより，𝑥
(1)
𝑡−1 > 𝑥𝑡/(2𝑝1) ≥ 𝜂𝑥𝑡

が成り立つ．したがって，任意の 𝑡, 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 と 𝑠 に
対して，𝑥

(𝑠)
𝑡−1 > 𝜂𝑥𝑡 > 𝜂𝑇 −𝑡+1𝑥𝑇 = 𝜂𝑇 −𝑡+1 を満たす．

この関係と式 (8)(16)(17)より，次の上界が得られる．

lg
𝑥
(𝑠)
𝑡−1
𝑥𝑡

< lg
1
𝑝𝑠

(
1 + 1

𝑥𝑡

)
= lg

1
𝑝𝑠
+ lg

(
1 + 1

𝑥𝑡

)
≤ lg

1
𝑝𝑠
+ lg 𝑒

𝑥𝑡
< lg

1
𝑝𝑠
+ lg 𝑒
𝜂𝑇 −𝑡

(18)

𝑥𝑇 = 1の場合の平均符号長 𝐿 は，式 (18)を用いて
次のように評価できる．

𝐿 =
1
𝑇

∑
𝑠𝑇 ∈S𝑇

𝑝(𝑠𝑇 ) lg 𝑥0 (𝑠𝑇 )

=
1
𝑇

∑
𝑠𝑇 ∈S𝑇

𝑝(𝑠𝑇 )
𝑇∑
𝑡=1

lg
𝑥
(𝑠𝑡 )
𝑡−1
𝑥𝑡

=
1
𝑇

𝑇∑
𝑡=1

∑
𝑠𝑡 ∈{0,1}

𝑝(𝑠𝑡 ) lg
𝑥
(𝑠𝑡 )
𝑡−1
𝑥𝑡

<
1
𝑇

𝑇∑
𝑡=1

∑
𝑠∈{0,1}

𝑝𝑠

(
lg

1
𝑝𝑠
+ lg 𝑒
𝜂𝑇 −𝑡

)
=

∑
𝑠∈{0,1}

𝑝𝑠 lg
1
𝑝𝑠
+ lg 𝑒

𝑇

𝑇∑
𝑡=1

𝜂𝑡−𝑇

< 𝐻 (𝑝) + lg 𝑒
𝑇

𝜂

𝜂 − 1
(19)

ここで 𝐻 (𝑝) は情報源のエントロピーである．可変長
符号化に対する情報源符号化定理 [2, 定理 5.3.1] より
𝐿 ≥ 𝐻 (𝑝) であることと式 (19) より，𝑇 → ∞ のとき
𝐿 → 𝐻 (𝑝) である．

3. rANS

前節の ABSでは２元情報源を対象としていたが，一
般の多元情報源を対象とする場合は ANS (Asymmetric
Numeral Systems) と呼ばれる．また，前節の ABS の

（注5）：𝑝0 = 𝑝1 = 1/2 のときは圧縮できないので考える必要がない．
𝑝0 < 𝑝1 の場合は，式 (11)(12) を用いればよい．
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符号化や復号では実数値 𝑝0, 𝑝1 を用いていた．これ
に対して整数値演算のみを用いて，算術符号の Range
Coding のように整数値区間に基づいて符号化や復号
を行う ANSを rANS (range variant of ANS)という．
この節では整数 𝑥 は任意の桁数まで大きくできるも
のとする．なお，𝑥 を適切なビットサイズに制限する
場合は，次節以降で取り扱う．

3. 1 rANSの符号化・復号法 [6]
𝑁 =

∑
𝑠∈S 𝑁𝑠 を満たし，𝑁𝑠/𝑁 ≈ 𝑝(𝑠) となるよう

に，整数 {𝑁, 𝑁𝑠 , 𝑠 ∈ S} を決める．また，情報源シン
ボルに任意に与えた全順序を ≺ で示し，𝑑𝑠 を次式で
定義する．

𝑑𝑠 =
∑
𝑠≺𝑠

𝑁𝑠 (20)

A.符号化関数の定義
符号化関数 𝑥𝑡−1 := 𝐶 (𝑠𝑡 , 𝑥𝑡 ) を次式で定義する（注6）．

𝑥𝑡−1 := 𝑁

⌊
𝑥𝑡
𝑁𝑠𝑡

⌋
+ 𝑑𝑠𝑡 + mod (𝑥𝑡 , 𝑁𝑠𝑡 ) (21)

B.復号関数の定義
復号関数 (𝑠𝑡 , 𝑥𝑡 ) := 𝐷 (𝑥𝑡−1) を次式で定義する．

𝑠𝑡 := min

{
𝑠 : mod (𝑥𝑡−1, 𝑁) <

∑
𝑖⪯𝑠

𝑁𝑖

}
(22)

𝑥𝑡 := 𝑁𝑠𝑡

⌊ 𝑥𝑡−1
𝑁

⌋
+ mod (𝑥𝑡−1, 𝑁) − 𝑑𝑠𝑡 (23)

C.符号化アルゴリズム
a. データ系列 𝑠𝑇 = 𝑠1𝑠2 · · · 𝑠𝑇 をセットし，𝑥𝑇 ← 1
と設定する．

b. 𝑡 = 𝑇, · · · , 2, 1と逆順に，𝑥𝑡−1 ← 𝐶 (𝑠𝑡 , 𝑥𝑡 ) を繰り
返す．

c. 𝑥0 が 𝑠𝑇 の符号語となる．

D.復号アルゴリズム
a. 符号語 𝑥0 をセットする．
b. 𝑡 = 1, 2, · · · , 𝑇 の順に，(𝑠𝑡 , 𝑥𝑡 ) ← 𝐷 (𝑥𝑡−1) を繰り
返す．

c. 𝑠𝑇 = 𝑠1𝑠2 · · · 𝑠𝑇 が復号系列となる．

式 (21) に対して式 (22)(23) の関係が成り立つこと
を示す．まず，式 (20)と mod (𝑥𝑡−1, 𝑁𝑠𝑡 ) < 𝑁𝑠𝑡 より，

（注6）：剰余演算 𝑎 mod 𝑏 を，Duda の論文 [6] と同様に，mod (𝑎, 𝑏) で
表現する．

図 1 rANS の符号化と復号の関係

次の関係が成り立つ．

𝑑𝑠𝑡 + mod (𝑥𝑡 , 𝑁𝑠𝑡 ) <
∑
𝑠≺𝑠𝑡

𝑁𝑠 + 𝑁𝑠𝑡 ≤ 𝑁 (24)

つまり，式 (21)右辺の第 2項と第 3項の和は 𝑁 より
小さい．したがって，式 (21)の両辺を 𝑁 で割り，floor
関数を取ると次の関係が成り立つ．⌊ 𝑥𝑡−1

𝑁

⌋
=

⌊
𝑥𝑡
𝑁𝑠𝑡

⌋
(25)

式 (21)(24)(25)を用いると，次の関係が導かれる．

mod (𝑥𝑡−1, 𝑁) = 𝑥𝑡−1 − 𝑁
⌊ 𝑥𝑡−1

𝑁

⌋
= 𝑥𝑡−1 − 𝑁

⌊
𝑥𝑡
𝑁𝑠𝑡

⌋
= 𝑑𝑠𝑡 + mod (𝑥𝑡 , 𝑁𝑠𝑡 ) (26)

<
∑
𝑠≺𝑠𝑡

𝑁𝑠 + 𝑁𝑠𝑡 (27)

式 (27)より，𝑠𝑡 が式 (22)で復号できることが分か
る．また，式 (23)は，式 (25)(26)を用いて次のように
導くことができる．

𝑥𝑡 = 𝑁𝑠𝑡

⌊
𝑥𝑡
𝑁𝑠𝑡

⌋
+ mod (𝑥𝑡 , 𝑁𝑠𝑡 ) (28)

= 𝑁𝑠𝑡

⌊ 𝑥𝑡−1
𝑁

⌋
+ mod (𝑥𝑡 , 𝑁𝑠𝑡 )

= 𝑁𝑠𝑡

⌊ 𝑥𝑡−1
𝑁

⌋
+ mod (𝑥𝑡−1, 𝑁) − 𝑑𝑠𝑡

なお，数直線上の整数値 𝑥𝑡と 𝑥𝑡−1に対する式 (21)(25)
(26)(28)の関係を図示すると，図 1のような関係となっ
ている．

3. 2 rANSの平均符号長の評価
情報源の確率分布 𝑝 = {𝑝(𝑠) | 𝑠 ∈ S} と，𝑞(𝑠) =

𝑁𝑠/𝑁 によって定まる確率分布 𝑞 = {𝑞(𝑠) | 𝑠 ∈ S} を
用いて，rANSの平均符号長を評価する．
式 (25)より，次の関係が成り立つ．
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𝑥𝑡−1
𝑁
≈ 𝑥𝑡

𝑁𝑠𝑡

𝑥𝑡−1
𝑥𝑡
≈ 𝑁

𝑁𝑠𝑡
=

1
𝑞(𝑠𝑡 )

(29)

式 (29) の ≈ が等号で成り立つ場合を考える．このと
き，𝑥𝑇 = 1 としてデータ系列 𝑠𝑇 = 𝑠1𝑠2 · · · 𝑠𝑇 を式
(21)を用いて符号化したときの符号語 𝑥0 を 𝑥0 (𝑠𝑇 ) で
表すと，𝑥0 (𝑠𝑇 ) のビット長は次式で与えられる．

lg 𝑥0 (𝑠𝑇 ) = lg
𝑇∏
𝑡=1

𝑥𝑡−1
𝑥𝑡
+ lg 𝑥𝑇

=
𝑇∑
𝑡=1

lg
𝑥𝑡−1
𝑥𝑡

=
𝑇∑
𝑡=1

lg
1

𝑞(𝑠𝑡 )

したがって，平均符号長 𝐿 は次式で与えられる．

𝐿 =
1
𝑇

∑
𝑠𝑇 ∈S𝑇

𝑝(𝑠𝑇 ) lg 𝑥0 (𝑠𝑇 )

=
1
𝑇

∑
𝑠𝑇 ∈S𝑇

𝑝(𝑠𝑇 )
𝑇∑
𝑡=1

lg
1

𝑞(𝑠𝑡 )

=
1
𝑇

𝑇∑
𝑡=1

∑
𝑠𝑡 ∈S

𝑝(𝑠𝑡 ) lg
1

𝑞(𝑠𝑡 )

=
∑
𝑠∈S

𝑝(𝑠) lg 1
𝑞(𝑠)

= 𝐻 (𝑝) + 𝐷 (𝑝∥𝑞) (30)

ここで，𝐻 (𝑝) と 𝐷 (𝑝∥𝑞) は情報源のエントロピーと
相対エントロピーである．
次に，式 (29)の近似の程度を見積もる．式 (25)より
𝑥𝑡−1
𝑁
− 1 <

𝑥𝑡
𝑁𝑠𝑡

,
𝑥𝑡−1
𝑁

>
𝑥𝑡
𝑁𝑠𝑡
− 1

の関係が成り立つことから，𝑥𝑡−1/𝑥𝑡 は次の上界と下
界を持つ．

𝑁

𝑁𝑠𝑡
− 𝑁

𝑥𝑡
<

𝑥𝑡−1
𝑥𝑡

<
𝑁

𝑁𝑠𝑡
+ 𝑁

𝑥𝑡
(31)

この式より，𝑥𝑡 が次式を満たすとき，式 (29)は非常に
よい近似になっている．

𝑥𝑡 ≫ 𝑁 (32)

式 (31)の誤差による符号長への影響を評価する．式

(31)の右側の不等式より，次の関係が成り立つ．

lg
𝑥𝑡−1
𝑥𝑡

< lg
(
𝑁

𝑁𝑠𝑡
+ 𝑁

𝑥𝑡

)
= lg

𝑁

𝑁𝑠𝑡
+ lg

(
1 +

𝑁𝑠𝑡

𝑥𝑡

)
(33)

< lg
1

𝑞(𝑠𝑡 )
+ lg

(
1 + 𝑁

𝑥𝑡

)
< lg

1
𝑞(𝑠𝑡 )

+ (lg 𝑒) 𝑁
𝑥𝑡

(34)

式 (34)の第 2項が，式 (29)の近似誤差による符号長
のロスの上界を表している．𝑠𝑇 全体での符号長のロ
スを 𝑙loss (𝑠𝑇 ) で表すと，その上界は次式となる．

𝑙loss (𝑠𝑇 ) < (𝑁 lg 𝑒)
𝑇∑
𝑡=1

1
𝑥𝑡

𝜂 =

(
min
𝑠∈S

𝑁

𝑁𝑠

)
− 𝑁

𝐴
> 1 を満たすように 𝐴 を選び，

𝑥𝑇 = 𝐴 とすると，式 (31) の左側の不等式と 𝐴 =

𝑥𝑇 < 𝑥𝑇 −1 < … < 𝑥𝑡−1より，𝑥𝑡−1 > 𝜂𝑇 −𝑡+1𝐴となる．
したがって，𝑥𝑇 = 1の代わりに 𝑥𝑇 = 𝐴を用いると，そ
の増加分 lg 𝐴を合わせて 𝑙loss (𝑠𝑇 ) は次の上界を持つ．

𝑙loss (𝑠𝑇 ) < lg 𝐴 + (𝑁 lg 𝑒)
𝑇∑
𝑡=1

1
𝜂𝑇 −𝑡 𝐴

< lg 𝐴 + 𝑁 lg 𝑒
𝐴

𝜂

𝜂 − 1
(35)

式 (30)(35) より，𝑥𝑇 = 𝐴 を用いたときの平均符号
長 𝐿 は次式を満たす．

𝐿 < 𝐻 (𝑝) + 𝐷 (𝑝∥𝑞) + 1
𝑇

(
lg 𝐴 + 𝑁 lg 𝑒

𝐴

𝜂

𝜂 − 1

)
(36)

式 (36) より，𝑇 → ∞ のとき 𝐿 → 𝐻 (𝑝) + 𝐷 (𝑝∥𝑞) で
ある．

4. 有限桁演算を用いる rANS

前節で説明した rANSでは，𝑇 が大きいとき 𝑡 がゼ
ロに近づくに連れて 𝑥𝑡 が非常に大きな整数値になり，
実用的でなくなる欠点がある．これに対して，𝑇 がど
のように大きくても有限桁の 𝑥𝑡 で符号化・復号が行え
るようにしたものを，ストリーム符号化・復号 (stream
coding/decoding)という．
この節では，前節の rANSをストリーム型に修正し
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た Townsend [28] の符号化・復号アルゴリズムを紹介
し，その平均符号長を理論的に評価する．なお，この
節では 𝑅 を整数とし，𝑁 =

∑
𝑠∈S 𝑁𝑠 = 2𝑅 を満たすよ

うに 𝑁 と 𝑁𝑠 が決められているものとする．
4. 1 有限桁演算を用いる rANSの符号化・復号法 [6]
式 (21)–(23)より，𝑁 = 2𝑅 の場合の符号化関数と復

号関数は次のように定義される．
A.符号化関数の定義
符号化関数 𝑥𝑡−1 := 𝐶 (𝑠𝑡 , 𝑥𝑡 ) を次式で定義する．

𝑥𝑡−1 := 2𝑅
⌊
𝑥𝑡
𝑁𝑠𝑡

⌋
+ 𝑑𝑠𝑡 + mod (𝑥𝑡 , 𝑁𝑠𝑡 ) (37)

B.復号関数の定義
復号関数 (𝑠𝑡 , 𝑥𝑡 ) := 𝐷 (𝑥𝑡−1) を次式で定義する．

𝑠𝑡 := min

{
𝑠 : mod (𝑥𝑡−1, 2𝑅) <

∑
𝑖⪯𝑠

𝑁𝑖

}
𝑥𝑡 := 𝑁𝑠𝑡

⌊
𝑥𝑡−1
2𝑅

⌋
+ mod (𝑥𝑡−1, 2𝑅) − 𝑑𝑠𝑡

このとき，式 (37)で定まる 𝑥𝑡−1 に次の制限を加え
ることを考える．

2𝑟𝑎−𝑟𝑏 ≤ 𝑥𝑡−1 < 2𝑟𝑎 (38)

ただし，𝑟𝑎 と 𝑟𝑏 は 𝑟𝑎 − 𝑟𝑏 > 𝑅 を満たす整数とする．
このとき，式 (37)(38)より，次の関係が成り立つ．

2𝑟𝑎−𝑟𝑏 ≤ 2𝑅
⌊
𝑥𝑡
𝑁𝑠𝑡

⌋
+ 𝑑𝑠𝑡 + mod (𝑥𝑡 , 𝑁𝑠𝑡 ) < 2𝑟𝑎

2𝑟𝑎−𝑟𝑏−𝑅 ≤
⌊
𝑥𝑡
𝑁𝑠𝑡

⌋
+
𝑑𝑠𝑡 + mod (𝑥𝑡 , 𝑁𝑠𝑡 )

2𝑅
< 2𝑟𝑎−𝑅

2𝑟𝑎−𝑟𝑏−𝑅 ≤
⌊
𝑥𝑡
𝑁𝑠𝑡

⌋
< 2𝑟𝑎−𝑅 (39)

2𝑟𝑎−𝑟𝑏−𝑅 ≤ 𝑥𝑡
𝑁𝑠𝑡

< 2𝑟𝑎−𝑅

𝑁𝑠𝑡 2
𝑟𝑎−𝑟𝑏−𝑅 ≤ 𝑥𝑡 < 𝑁𝑠𝑡 2

𝑟𝑎−𝑅 (40)

式 (39) は，式 (24) より (𝑑𝑠𝑡 + mod(𝑥𝑡 , 𝑁𝑠𝑡 ))/2𝑅 < 1
であることから成り立つ．
式 (37)の符号化で得られる 𝑥𝑡−1 が式 (38)を満たす
ためには，𝑥𝑡 は式 (40) を満たしていなければならな
い．そこで，𝑥𝑡 が式 (40)を満たしていないときは，𝑥𝑡
の下位ビットをスタックに Push したのち，その下位
ビットを 𝑥𝑡 から取り除くことで，𝑥𝑡 が式 (40)を満た
すようにする．その後，式 (37)の符号化を行う．逆に

復号時は，式 (38)を満たしている 𝑥𝑡−1 から復号され
る 𝑥𝑡 は式 (40)の範囲となる．そこで，スタックから
𝑥𝑡 の下位ビットを Popして 𝑥𝑡 の下位ビットに追加す
ることで，𝑥𝑡 が 2𝑟𝑎−𝑟𝑏 ≤ 𝑥𝑡 < 2𝑟𝑎 を満たすようする．
その後，𝑠𝑡+1 の復号のステップに進む．
符号化-復号と Push-Popの関係を図 2に示す．また，

Push と Pop の操作は以下のようになる．ただし，式
(41)(42)における 𝑢はスタックであり，stack-push (𝑢, 𝑢̃)
はスタック 𝑢に 𝑢̃を Pushすることを示し，stack-pop (𝑢)
はスタック 𝑢 の上部から適切な長さ分の 𝑢top を Pop
することを示している．

𝒙𝒕 に対する Push操作
While 𝑥𝑡 ≥𝑁𝑠𝑡 2

𝑟𝑎−𝑅 :

𝑢 ← stack-push (𝑢, mod (𝑥𝑡 , 2𝑟𝑏 )) (41)

𝑥𝑡 ←
⌊ 𝑥𝑡
2𝑟𝑏

⌋
𝒙𝒕 に対する Pop操作

While 𝑥𝑡 <2𝑟𝑎−𝑟𝑏 :

𝑢top ← stack-pop (𝑢) (42)

𝑥𝑡 ← 2𝑟𝑏𝑥𝑡 + 𝑢top

上記の Push 操作において式 (41) の Push が行われ
る回数は，𝑠𝑡 と 𝑥𝑡 の値に依存する．2𝑟𝑎−𝑟𝑏 ≤ 𝑥𝑡 < 2𝑟𝑎

である 𝑥𝑡 が，最初から 𝑥𝑡 < 𝑁𝑠𝑡 2𝑟𝑎−𝑅 を満たす場合
は（つまり 2−𝑟𝑏 < 𝑝(𝑠𝑡 ) ≈ 𝑞(𝑠𝑡 ) = 𝑁𝑠𝑡 /𝑁 = 𝑁𝑠𝑡 2−𝑅

で，2𝑟𝑎−𝑟𝑏 ≤ 𝑥𝑡 < 𝑁𝑠𝑡 2𝑟𝑎−𝑅 となる場合は)Push 回数
は 0回となる．逆に，2−𝑟𝑏 > 𝑝(𝑠𝑡 ) ≈ 𝑞(𝑠𝑡 ) = 𝑁𝑠𝑡 /𝑁 =

𝑁𝑠𝑡 2−𝑅 で 𝑁𝑠𝑡 2𝑟𝑎−𝑅 ≤ 𝑥𝑡2−𝑟𝑏 < 2𝑟𝑎−𝑟𝑏 の場合は，2
回以上 Pushされる．なお，𝑥𝑡−1 に対して式 (32)の関
係を満たすためには，式 (38) より 𝑟𝑎 , 𝑟𝑏 , 𝑅 は次の関
係を満たさなければならない．

2𝑟𝑎−𝑟𝑏 ≫ 2𝑅 (43)

以上より，符号化アルゴリズムと復号アルゴリズム
は下記のようになる．

C.符号化アルゴリズム
a. データ系列 𝑠𝑇 = 𝑠1𝑠2 · · · 𝑠𝑇 をセットし，𝑥𝑇 ←

2𝑟𝑎−𝑟𝑏 に設定する．
b. 𝑡 = 𝑇, · · · , 2, 1と逆順に下記の (i)(ii)を繰り返す．

(i) 𝑥𝑡 に対する Push操作．
(ii) 𝑥𝑡−1 ← 𝐶 (𝑠𝑡 , 𝑥𝑡 )．

c. 𝑥0 およびスタック 𝑢 が 𝑠𝑇 の符号語となる．
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図 2 rANS のストリーム符号化・復号における Push 操作と Pop 操作の関係

D.復号アルゴリズム
a. 符号語 (𝑥0 とスタック 𝑢)をセットする．
b. 𝑡 = 1, 2, · · · , 𝑇 の順に下記の (iii)(iv)を繰り返す．

(iii) (𝑠𝑡 , 𝑥𝑡 ) ← 𝐷 (𝑥𝑡−1)．
(iv) 𝑥𝑡 に対する Pop操作．

c. 𝑠𝑇 = 𝑠1𝑠2 · · · 𝑠𝑇 が復号系列となる．

［注意 2］ 同様の手法を第２節の ABS に用いれば，
ABSを有限桁演算のストリーム符号化・復号をするこ
とができる．

4. 2 平均符号長の評価
時刻 𝑡で 𝑠𝑡 を符号化したときの符号長の増加量 𝑙 (𝑠𝑡 )

は，𝑙 (𝑠𝑡 ) = lg 𝑥𝑡−1− lg 𝑥𝑡 = lg(𝑥𝑡−1/𝑥𝑡 )で与えられるた
め，式 (33)の上界が使える．式 (33)の 𝑥𝑡 に式 (40)の
左側の不等式を用いると，𝑙 (𝑠𝑡 ) は次の上界を満たす．

𝑙 (𝑠𝑡 ) = lg
𝑥𝑡−1
𝑥𝑡

< lg
𝑁

𝑁𝑠𝑡
+ lg

(
1 +

𝑁𝑠𝑡

𝑥𝑡

)
≤ lg

𝑁

𝑁𝑠𝑡
+ lg

(
1 + 1

2𝑟𝑎−𝑟𝑏−𝑅

)
< lg

1
𝑞(𝑠𝑡 )

+ lg e
2𝑟𝑎−𝑟𝑏−𝑅

したがって，𝑥𝑇 = 2𝑟𝑎−𝑟𝑏 に設定して，𝑠𝑇 を符号化
したときの符号語のトータルのビット長 𝑙 (𝑠𝑇 ) は次式
で与えられる．

𝑙 (𝑠𝑇 ) =
𝑇∑
𝑡=1

𝑙 (𝑠𝑡 ) + lg 𝑥𝑇

<
𝑇∑
𝑡=1

(
lg

1
𝑞(𝑠𝑡 )

+ lg e
2𝑟𝑎−𝑟𝑏−𝑅

)
+ 𝑟𝑎 − 𝑟𝑏

=
𝑇∑
𝑡=1

lg
1

𝑞(𝑠𝑡 )
+

(
𝑇 lg e

2𝑟𝑎−𝑟𝑏−𝑅
+ 𝑟𝑎 − 𝑟𝑏

)
(44)

式 (44)より，平均符号長 𝐿 = (1/𝑇)∑ 𝑝(𝑠𝑇 )𝑙 (𝑠𝑇 )は
式 (30)と同様の計算により，次式で与えられる．

𝐿 < 𝐻 (𝑝) + 𝐷 (𝑝∥𝑞) + lg e
2𝑟𝑎−𝑟𝑏−𝑅

+ 𝑟𝑎 − 𝑟𝑏
𝑇

(45)

𝑟𝑎 , 𝑟𝑏 , 𝑅が式 (43)を満たし，かつ 𝑇 ≫ 𝑟𝑎 − 𝑟𝑏 のとき，
式 (45)の右辺第 3項と第 4項は十分に小さくなる．

5. tANS

本節では tANS (tabled variant of ANS) を取り扱う．
tANS は単に ANS と呼ばれることも多い [13] [14]．
tANSは |S| ≥ 2の情報源に対して，rANSと同様に整
数演算のみで符号化と復号が行える．前節で取り扱っ
た有限桁演算を用いる rANSでは，データ系列 𝑠𝑇 が
𝑥0 およびスタック 𝑢 に符号化されるが，𝑠𝑡 ごとに符
号語が決まるわけではない．これに対して，tANS で
は 𝑠𝑡 の符号語が 𝑠𝑡 と 𝑥𝑡 の値から一意に決まるように
工夫されている．その結果，tANS は後に述べるよう
に算術演算無しで全て表 (table)を用いて符号化と復号
が行える特徴がある．
前節と同様にある自然数 𝑅 に対して 𝑁 = 2𝑅 とし，

𝑁 =
∑

𝑠∈S 𝑁𝑠 を満たすように，{𝑁𝑠 , 𝑠 ∈ S} が決めら
れているものとする．tANS では，以下のように定義
された整数の状態集合 X, X𝑠 , Y を用いて符号化と復
号が行われる．

1. X: 符号化および復号で使用する状態集合．
X = {𝑁, 𝑁 + 1, · · · , 2𝑁 − 1}, 𝑁 = |X| とする．

2. X𝑠 : 𝑠 ∈ S に対応する状態集合．𝑁𝑠 = |X𝑠 | とし，
X𝑠 ∩ X𝑠′ = ∅ for 𝑠 ≠ 𝑠′，X =

∪
𝑠∈S X𝑠 を満たす任

意に定めた集合．𝑁 =
∑

𝑠∈S 𝑁𝑠 .
3. Y𝑠 : 𝑠 ∈ S に対応するもう一つの状態集合．
Y𝑠 = {𝑁𝑠 , 𝑁𝑠 + 1, · · · , 2𝑁𝑠 − 1}, 𝑁𝑠 = |Y𝑠 | とする．

各 𝑠 ∈ S に対して 𝑁𝑠 = |X𝑠 | = |Y𝑠 | の関係から，
𝑥 ∈ X𝑠 と 𝑦 ∈ Y𝑠 は一対一に対応付けることができる．
さらに，X𝑠 が上記 2の条件を満たしていることから，
𝑠 ∈ S と 𝑦 ∈ Y𝑠 のペア (𝑠, 𝑦) は 𝑥 ∈ X と一対一に対応
付けることができる．その一対一対応を関数 𝐶̃ と 𝐷̃

を用いて表す（注7）．

（注7）：前節までに使用した符号化関数 𝑥𝑡−1 := 𝐶 (𝑠𝑡 , 𝑥𝑡 ) および復号関
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A.符号化関数の定義
各 𝑠 ∈ S に対して，全単射な関数 𝐶̃ (𝑠,・) : Y𝑠 → X𝑠．
各 𝑠 ∈ S に対して 𝑦 ∈ Y𝑠 のとき，𝑥 := 𝐶̃ (𝑠, 𝑦) ∈ X𝑠 で
ある．

B.復号関数の定義
各 𝑥 ∈ X𝑠 に対して，全単射な関数 𝐷̃：X𝑠 → {𝑠} ×Y𝑠．
𝑥 ∈ X𝑠 ⊂ X のとき，(𝑠, 𝑦) := 𝐷̃ (𝑥) ∈ {𝑠} × Y𝑠 である．

5. 1 tANSの符号化・復号法 [6] [13] [14]
時刻 𝑡 における状態, データシンボル, 符号語, 符

号長をそれぞれ 𝑥𝑡 , 𝑠𝑡 , 𝑏𝑡 , 𝑘𝑡 で表現すると，符号化は
(𝑥𝑡 , 𝑠𝑡 ) から (𝑏𝑡 , 𝑥𝑡−1) を求める処理であり，復号は
(𝑥𝑡−1, 𝑏𝑡 ) から (𝑠𝑡 , 𝑥𝑡 ) を求める処理である．tANS で
は，これらの処理は (𝑦𝑡−1, 𝑘𝑡 ) を経由して行うように
なっている [6] [13]．ただし，関数 𝐶̃ と 𝐷̃ は与えられ
ているものとする．

C.符号化アルゴリズム
a. データ系列 𝑠𝑇 = 𝑠1𝑠2 · · · 𝑠𝑇 をセットし，𝑥𝑇 ∈ X
を 1つ選ぶ．

b. 𝑡 = 𝑇, · · · , 2, 1と逆順に下記の演算を繰り返す．

𝑘𝑡 ←
⌊
lg

𝑥𝑡
𝑁𝑠𝑡

⌋
(46)

𝑏𝑡 ← mod (𝑥𝑡 , 2𝑘𝑡 ) (47)

𝑦𝑡−1 ←
⌊
𝑥𝑡

2𝑘𝑡

⌋
(48)

𝑥𝑡−1 ← 𝐶̃ (𝑠𝑡 , 𝑦𝑡−1) (49)

c. 𝑥0𝑏1𝑏2 · · · 𝑏𝑇 が 𝑠𝑇 の符号語系列となる．

D.復号アルゴリズム
a. 符号語系列 𝑥0𝑏1𝑏2 · · · 𝑏𝑇 から，𝑥0 と 𝒃 ← 𝑏1𝑏2
· · · 𝑏𝑇 をセットする．

b. 𝑡 = 1, 2, · · · , 𝑇 の順に下記の演算を繰り返す．
(𝑠𝑡 , 𝑦𝑡−1) ← 𝐷̃ (𝑥𝑡−1)

𝑘𝑡 ← 𝑅 − ⌊lg 𝑦𝑡−1⌋ (50)

𝑏𝑡 ← 𝒃 の先頭 𝑘𝑡 ビット (51)

𝒃 ← 𝒃 の先頭の 𝑘𝑡 ビットを取り除いたもの
𝑥𝑡 ← 2𝑘𝑡 𝑦𝑡−1 + 𝑏𝑡 (52)

c. 𝑠𝑇 = 𝑠1𝑠2 · · · 𝑠𝑇 が復号系列となる．

数 (𝑠𝑡 , 𝑥𝑡 ) := 𝐷 (𝑥𝑡−1) とは意味合いが異なる関数であるため，(𝐶̃, 𝐷̃)
という表記を用いている．

符号語系列に含まれる 𝑥0 は，例えば固定長符号を
用いると lg 𝑁 = 𝑅ビットで表現できる．式 (47)より，
𝑘𝑡 は符号語 𝑏𝑡 のビット長を表している．復号時には，
式 (50)で 𝑘𝑡 が求まるため，式 (51)で符号語系列 𝒃か
ら 𝑏𝑡 を切り出すことができる．
［注意 3］ 符号化・復号アルゴリズムで使われている
演算 ⌊lg 𝑎⌋ の値は，𝑎 の整数部分の MSBの 1を除い
た桁数であるため，対数計算を行わずに容易に求める
ことができる．
［注意 4］ 式 (47)は式 (41)に対応した操作であるが，
式 (41)では 𝑠𝑡 や 𝑥𝑡 の値に関係なく 2𝑟𝑏 で剰余を取っ
ていたのに対し，式 (47)では 𝑠𝑡 と 𝑥𝑡 の値によって定
まる 2𝑘𝑡 で剰余を取ることで，𝑠𝑡 ごとに符号語 𝑏𝑡 が
定まるように工夫されている．
まず，式 (48)で求まる 𝑦𝑡−1 が 𝑦𝑡−1 ∈ Y𝑠𝑡 を満たす

（つまり，𝑁𝑠𝑡 ≤ 𝑦𝑡−1 < 2𝑁𝑠𝑡 を満たす）ことを示す．
式 (46)より，以下の関係が成り立つ．

2𝑘𝑡 ≤ 𝑥𝑡
𝑁𝑠𝑡

< 2𝑘𝑡+1

𝑁𝑠𝑡 ≤
𝑥𝑡

2𝑘𝑡
< 2𝑁𝑠𝑡

𝑁𝑠𝑡 ≤ 𝑦𝑡−1 =

⌊
𝑥𝑡

2𝑘𝑡

⌋
< 2𝑁𝑠𝑡 (53)

式 (53) は 𝑁𝑠𝑡 が整数であることによる．よって，
𝑦𝑡−1 ∈ Y𝑠𝑡 を満たすため，式 (49)で関数 𝐶̃ (𝑠𝑡 , 𝑦𝑡−1)が
使用でき，𝑥𝑡−1 = 𝐶̃ (𝑠𝑡 , 𝑦𝑡−1) ∈ X𝑠𝑡 となる．
𝑏𝑡 と 𝑦𝑡−1 が式 (47)(48) で与えられることより，𝑥𝑡

は式 (52)で求められる．次に 𝑘𝑡 が式 (50)で求まるこ
とを示す．𝑥𝑡 ∈ X (つまり 𝑁 ≤ 𝑥𝑡 < 2𝑁) と式 (52) お
よび 𝑁 = 2𝑅 の関係から以下の不等式が成り立つ．

2𝑅 ≤ 2𝑘𝑡 𝑦𝑡−1 + 𝑏𝑡 < 2𝑅+1

2𝑅−𝑘𝑡 ≤ 𝑦𝑡−1 +
𝑏𝑡

2𝑘𝑡
< 2𝑅−𝑘𝑡+1

2𝑅−𝑘𝑡 ≤ 𝑦𝑡−1 < 2𝑅−𝑘𝑡+1 (54)

𝑅 − 𝑘𝑡 ≤ lg 𝑦𝑡−1 < 𝑅 − 𝑘𝑡 + 1

よって，式 (50)で 𝑘𝑡 が求まる．なお，式 (54)は，2𝑅−𝑘𝑡

と 𝑦𝑡−1 が整数であり，式 (47)より 0 ≤ 𝑏𝑡/2𝑘𝑡 < 1で
あることによる．
［注意 5］ 上記では状態数 𝑁 = 2𝑅の場合を取り扱って
いるが，tANSは 𝑁が２のべき乗でない一般の整数の場
合に対しても使用することができる [6]．ただし，一般の
𝑁の場合は，𝑘𝑡 = ⌈lg(𝑁/𝑦𝑡−1)⌉と 𝑘𝑡 = ⌈lg(𝑁/𝑦𝑡−1)⌉−1
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の場合があるため，復号では 𝑁 ≤ 2𝑘𝑡 𝑦𝑡−1 + 𝑏𝑡 < 2𝑁
を満たす方の 𝑘𝑡 を使用する必要がある．
［注意 6］ 𝑥𝑡 = 𝑥, 𝑁 ≤ 𝑥 < 2𝑁 と 𝑠𝑡 = 𝑠, 𝑠 ∈ S の全て
の場合に対して，式 (46)–(49)および (50)–(52)を予め
計算しておき，それらの結果を表 (table)として保持し
ておけば，毎回算術計算を行うことなく符号化と復号を
行うことができる．そのことから，tANS(tabled-variant
ANS)と呼ばれている．

5. 2 tANSの平均符号長の評価
符号化の初期状態 𝑥𝑇 ∈ X の選び方や，符号語に含

まれる 𝑥0 のビット長 𝑅 による平均符号長の増加は，
データ系列長 𝑇 が長くなるに連れてゼロに収束する．
簡単のため，この節ではそれらを無視し，定常状態に
おける平均符号長を求めることにする．
𝑥 ∈ Xに対する定常確率を𝑄(𝑥)で表し，𝑞(𝑠) = 𝑁𝑠/𝑁

とする．最初に，式 (46) を用いて平均符号長 𝐿 を評
価すると，次のようになる．

𝐿 =
∑
𝑠∈S

∑
𝑥∈X

𝑝(𝑠)𝑄(𝑥)
⌊
lg

𝑥

𝑁𝑠

⌋
≤

∑
𝑠∈S

∑
𝑥∈X

𝑝(𝑠)𝑄(𝑥) lg 𝑥

𝑁𝑠

=
∑
𝑠∈S

∑
𝑥∈X

𝑝(𝑠)𝑄(𝑥)
(
lg

𝑁

𝑁𝑠
+ lg

𝑥

𝑁

)
=

∑
𝑠∈S

𝑝(𝑠) lg 𝑁

𝑁𝑠
+

∑
𝑥∈X

𝑄(𝑥) lg 𝑥

𝑁
(55)

≤∗1
∑
𝑠∈S

𝑝(𝑠) lg 1
𝑞(𝑠) + lg

∑
𝑥∈X 𝑄(𝑥)𝑥

𝑁

= 𝐻 (𝑝) + 𝐷 (𝑝∥𝑞) + lg
E[𝑋]
𝑁

(56)

ここで，≤∗1 は lg 関数に対するイェンセンの不等式
による．また，E[𝑋] は 𝑥 の定常状態における期待
値である．𝑁 ≤ 𝑥 ≤ 2𝑁 − 1 より，緩い上界として
lg(E[𝑋]/𝑁) < 1が成り立つ．
前節までの ABS や rANS と異なり，tANS では 𝑠𝑡

１シンボルごとに式 (46)で定まる 𝑘𝑡 ビットの符号語
が出力される．そのため，𝑠𝑇 = 𝑠1𝑠2 · · · 𝑠𝑇 全体に対し
て一度に 1つの符号語を割り当てる場合に比べてロス
が生じる．以下では，tANS の条件 (𝑁 ≤ 𝑥𝑡−1 < 2𝑁 ,
𝑁𝑠𝑡 ≤ 𝑦𝑡−1 < 2𝑁𝑠𝑡 )の下で，このロスの大きさを見積
もる．
𝑥𝑡−1 の代わりに，𝑥𝑡−1 := (𝑁/𝑁𝑠𝑡 )𝑦𝑡−1 で定義される

𝑥𝑡−1 を用いると

𝑁 ≤ 𝑥𝑡−1 =
𝑁

𝑁𝑠𝑡
𝑦𝑡−1 < 2𝑁 (57)

を満たすが，𝑥𝑡−1 は一般に整数値にならない．そのた
め，tANSでは関数 𝐶̃を用いて，𝑦𝑡−1を 𝑁 ≤ 𝑥𝑡−1 < 2𝑁
を満たす整数 𝑥𝑡−1 に写像している．
𝑠𝑇 を一度に符号化する場合に対応して，各 𝑠𝑡 の符

号化ごとに実数値の符号長を許す理想的な場合を考え
る．このときの符号長 𝑙 (𝑠𝑡 )は，rANSの場合と同様に，
𝑙 (𝑠𝑡 ) = lg(𝑥𝑡−1/𝑦𝑡−1) で与えられる．𝑥𝑡−1 を用いる場
合は，式 (57)より 𝑙 (𝑠𝑡 ) = lg(𝑥𝑡−1/𝑦𝑡−1) = lg(𝑁/𝑁𝑠𝑡 ) =
lg 1/𝑞(𝑠𝑡 ) となり，𝑠𝑡 の値のみに依存し，𝑦𝑡−1 の値に
依存しない．したがって，この場合の平均符号長を 𝐿̃∗

で表すと，𝐿̃∗ は次式で与えられる．

𝐿̃∗ =
∑
𝑠∈S

𝑝(𝑠) lg 𝑁

𝑁𝑠

= 𝐻 (𝑝) + 𝐷 (𝑝∥𝑞)

しかし，𝑥𝑡−1 = 𝐶̃ (𝑠, 𝑦𝑡−1) の場合は，𝑥𝑡−1/𝑦𝑡−1 の値が
𝑁/𝑁𝑠𝑡 から少しずれるため，𝐿̃∗ より平均符号長が長
くなる．𝑥𝑡−1 = 𝐶̃ (𝑠𝑡 , 𝑦𝑡−1) の場合の実数値の符号長は
𝑙 (𝑠𝑡 ) = lg(𝐶̃ (𝑠𝑡 , 𝑦𝑡−1)/𝑦𝑡−1) で与えられ，𝑠𝑡 と 𝑦𝑡−1 の
両方に依存するため，その平均符号長 𝐿∗ は次式で与
えられる．

𝐿∗ =
∑
𝑠∈S

∑
𝑦∈Y𝑠

𝑄(𝐶̃ (𝑠, 𝑦)) lg 𝐶̃ (𝑠, 𝑦)
𝑦

=
∑
𝑠∈S

∑
𝑦∈Y𝑠

𝑄(𝐶̃ (𝑠, 𝑦))
(
lg

𝑁

𝑁𝑠
+ lg

𝐶̃ (𝑠, 𝑦)𝑁𝑠

𝑁𝑦

)
=∗2

∑
𝑠∈S

𝑝(𝑠) lg 𝑁

𝑁𝑠
+

∑
𝑠∈S

∑
𝑦∈Y𝑠

𝑄(𝐶̃ (𝑠, 𝑦)) lg 𝐶̃ (𝑠, 𝑦)
𝑁

−
∑
𝑠∈S

∑
𝑦∈Y𝑠

𝑄(𝐶̃ (𝑠, 𝑦)) lg 𝑦

𝑁𝑠

=∗3
∑
𝑠∈S

𝑝(𝑠) lg 𝑁

𝑁𝑠
+

∑
𝑥∈X

𝑄(𝑥) lg 𝑥

𝑁

−
∑
𝑠∈S

∑
𝑦∈Y𝑠

𝑄(𝐶̃ (𝑠, 𝑦)) lg 𝑦

𝑁𝑠
(58)

ここで，=∗2 は ∑
𝑦∈Y𝑠 𝑄(𝐶̃ (𝑠, 𝑦)) = 𝑝(𝑠) の関係によ

る．また，=∗3 は，(𝑠, 𝑦) と 𝑥 = 𝐶̃ (𝑠, 𝑦) が一対一対応
であることによる．
式 (55)と式 (58)より，𝐿∗ に対する tANSの平均符

号長 𝐿 のロスは次の上界を持つ．
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𝐿 − 𝐿∗ ≤
∑
𝑠∈S

∑
𝑦∈Y𝑠

𝑄(𝐶̃ (𝑠, 𝑦)) lg 𝑦

𝑁𝑠

≤∗1
∑
𝑠∈S

𝑝(𝑠) lg
∑

𝑦∈Y𝑠
𝑄 (𝐶̃ (𝑠,𝑦))

𝑝 (𝑠) 𝑦

𝑁𝑠

=
∑
𝑠∈S

𝑝(𝑠) lg E[𝑌 |𝑠]
𝑁𝑠

(59)

ここで，E[𝑌 |𝑠] は 𝑠𝑡 = 𝑠 ∈ S の条件下での 𝑦𝑡−1
の期待値である．式 (53) の関係より式 (59) におい
て E[𝑌 |𝑠]/𝑁𝑠 < 2 であることから，緩い上界として
𝐿 − 𝐿∗ < 1が成り立つ．
式 (56) は，任意の 𝐶̃ に対して成り立つ上界である

が，𝐶̃ を適切に選ぶことにより，平均符号長 𝐿 をより
小さくすることができる．性能の良い 𝐶̃ の構成法は，
文献 [13] [14] [27] などで提案されている．tANS の理
想的な定常確率（注8）は

𝑄∗ (𝑥) = lg
𝑥 + 1
𝑥

で与えられるが [22] [25] [26]，文献 [27]ではこの𝑄∗ (𝑥)
に基づく 𝐶̃ の構成法が示されている．
なお，ある定数 𝛼 ≥ 0に対して𝑄(𝑥)が全ての 𝑥 ∈ X

で 𝑄(𝑥) ≤ 𝑄∗ (𝑥) + (𝛼/𝑁2) を満たすとき，適切な 𝐶̃ を
用いれば平均符号長 𝐿 は次式を満たす [34]．

𝐿 ≤ 𝐻 (𝑝) + 𝐷 (𝑝∥𝑞) + 𝛼

𝑁

さらに，𝑞(𝑠) = 𝑁/𝑁𝑠 = 𝑝(𝑠) の場合に対して，定常確
率 𝑄(𝑥) が 𝑄(𝑥) = 𝑄∗ (𝑥) + 𝑂 (1/𝑁2) を満たす 𝐶̃ の構
成法が文献 [26] [34]で与えられている．

6. ま と め
本稿では，ANSの各種類に対する符号化アルゴリズ

ムと復号アルゴリズムを詳しく紹介すると共に，それ
らの平均符号長の上界を導出した．
本稿では復号時に情報源の確率分布 𝑝 = {𝑝(𝑠)}

が既知であるとしたが，𝑝 が未知の場合は，符号語
に {𝑝(𝑠)} または {𝑁𝑠} の情報を含める必要がある．
あるいは，符号語に {𝑝(𝑠)} や {𝑁𝑠} の情報を含めず
に，動的ハフマン符号 [35] のように頻度分布を利用
することが考えられる．𝑠𝑡1 = 𝑠1𝑠2 · · · 𝑠𝑡 の頻度分布
に基づいて推定した確率分布 𝑝𝑡 = {𝑝𝑡 (𝑠)} を使って
𝑠𝑡+1 を復号する場合は，符号化でも 𝑠𝑇 から確率分布

（注8）：定常確率 𝑄∗ (𝑥) が実現できたときは最適になる．

𝑝𝑡 , 𝑡 = 1, 2 · · · , 𝑇 を先に求めて，𝑡 = 𝑇, · · · , 2, 1と逆順
に 𝑝𝑡 を使って符号化する必要がある．また本稿では，
符号化を降順 (𝑠𝑡 , 𝑡 = 𝑇,𝑇 − 1, · · · , 1) に行い，復号を
昇順 (𝑠𝑡 , 𝑡 = 1, 2, · · · , 𝑇)で行うとして説明したが，符
号化を昇順，復号を降順にすることもできる．

ANSは，算術符号の Range Codeと同様に整数の算
術演算を用いて符号化および復号を行うように作られ
ている．しかし，算術演算を用いない場合でも，符号
化と復号を互いに逆順で行うことで高性能な圧縮を行
うことが可能である [32]– [34]．また，ANSを簡易暗
号や暗号用の乱数発生器として利用する研究もなされ
ている [8]– [10] [12]．

謝辞 本研究は JSPS 科研費 24K07487 の助成を受
けたものである．
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Abstract Asymmetric Numeral Systems (ANS) proposed by Jarek Duda are high-performance distortionless data
compression schemes that can achieve almost the same compression performance as arithmetic codes with less arithmetic
operations than arithmetic coding. The ANS is widely used in various practical systems like Facebook, Apple, Google,
Dropbox, Microsoft, and Pixar, due to their high performance, but many researchers still lack much knowledge about the
ANS. This paper thoroughly explains the encoding and decoding algorithms of the ANS, and theoretically analyzes the
average code length achievable by the ANS.

Key words ANS (Asymmetric Numeral Systems), arithmetic code, distortionless data-compression code, average
code length


